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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîâåäåíèÿ íåêî-
òîðîãî îáúåêòà âî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ ñèñ-
òåìîé ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé [2]:
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ãäå Ci — ( )ir n×  ìàòðèöà, iric E∈ ; Ai — ( )il m×  
ìàòðèöà, ilib E∈ .

Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1), 
(2) â ìîìåíò âðåìåíè i îáîçíà÷èì ÷åðåç Xi. 
Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âî ìíîæåñòâî 

i i
xX R∩  âïèñàòü n-ìåðíûé øàð (êóá) iB  ìàêñè-

ìàëüíîãî îáúåìà è âîêðóã ìíîæåñòâà i i
xX R∩  

îïèñàòü ïàðàëëåëåïèïåä iB  ìèíèìàëüíîãî 
îáúåìà. Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëå-
äóþùèå âêëþ÷åíèÿ: i i i i

xB X R B⊂ ∩ ⊂ . Ìíî-
æåñòâà iB  è iB  áóäåì íàçûâàòü ïðîñòåéøèìè 
àïïðîêñèìàöèÿìè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè 

i i
xX R∩ . 

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå èçâåñòíû 
áîëåå òî÷íûå àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äî-
ñòèæèìîñòè, íàïðèìåð, ýëëèïñîèäàìè [6], 
âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè [5]. Îäíàêî 
èìåííî àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæè-

ìîñòè øàðàìè, êóáàìè, ïàðàëëåëåïèïåäàìè, 
íåñìîòðÿ íà èõ ãðóáîñòü, íàèáîëåå ÷àñòî 
ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ïðàêòè÷åñêèõ èññëåäîâàíè-
ÿõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàïðèìåð â çàäà÷àõ 
ðàçâèòèÿ ñèñòåì ýíåðãåòèêè â óñëîâèÿõ íåîï-
ðåäåëåííîñòè.

Ðåêóððåíòíî âûðàæàÿ ïðàâóþ ÷àñòü 
êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàç-
íîñòíûõ óðàâíåíèé (1) ÷åðåç íà÷àëüíûå óñ-
ëîâèÿ, áóäåì èìåòü:
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Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîçíà÷åíèé, 

ïîëó÷èì 

xi = Disi + di,

ãäå Di — ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè ( ( ))n m i× × ; 
i nd E∈  — çàäàííûé âåêòîð; 0 1( ,..., )i i m is u u E− ×= ∈ .

Çàäà÷à, êîòîðóþ ìû ñôîðìóëèðîâàëè, 
ýêâèâàëåíòíà àïïðîêñèìàöèè âïèñàííûì 
øàðîì (êóáîì) ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà íå 
ïóñòîãî è îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà

{ : , , },i i n i i i i i i i i i
xR x E x D s d A s b x R= ∈ = + ≤ ∈  (3)

ãäå 0 1( , ..., )i i TA A A −=  — ìàòðèöà ðàçìåð-
íîñòè ( ( ))il m n× × ; ¯ 0 1( , ..., )i i T m ib b b E− ×= ∈ .
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Èçâåñòíî [1], ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è îá 
àïïðîêñèìàöèè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà 
R, çàäàííîãî ÿâíî, ìàêñèìàëüíûì øàðîì 
(êóáîì) iB  ñ öåíòðîì â òî÷êå xi ðàäèóñà ri 
ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ çàäà÷è ëèíåéíîãî 
ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà:

1 11
min{ : , 1, },

n

n kj j k k n ij
x c x c N x k r+ += − ≤ =∑

ãäå xi — öåíòð øàðà (êóáà); ri = xn + 1 — ðà-
äèóñ øàðà (êóáà); 2

1

n

k kjj
N c== ∑  — äëÿ øàðà; 

1

n

k kjj
N c== ∑  — äëÿ êóáà.

Òî÷êó  xi íàçûâàþò ÷åáûøåâñêîé òî÷êîé 
ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ íåðà-
âåíñòâ: i iC x c≤  [4].

Ðåøåíèå çàäà÷è (3) îñëîæíÿåòñÿ íåÿâíûì 
çàäàíèåì ìíîæåñòâ Ri. 

Ïóñòü 0 0
1{ , }i i

nx x +
 ÷åáûøåâñêèé öåíòð ìíî-

æåñòâ i i
xR R⊃ , ïðè÷åì 0i ix R∈ . Íàéäåì si0, αi0 

èç ðåøåíèÿ çàäà÷è: 
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|| || 1 || || 1
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ãäå 0 0{ : };i i i i i i i i
sR s A s b x d x= ≤ = − .

Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ òî÷êà 0 0i i i ix D s d= +  
ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå Ri. Â òîì ñëó÷àå, åñëè 
òî÷êà 0ix  íå ñîäåðæèòñÿ âíóòðè ìíîæåñòâà 

0B , ò.å. 0 0intix B∈ , òî 
0B  åñòü øàð ìàêñèìàëü-

íîãî îáúåìà, âïèñàííûé â Ri, ò.å. 
0B  — ðå-

øåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Åñëè ýòî íå òàê, òî 
ïîñòðîèì ïîëóïðîñòðàíñòâî 0 0( ) 0i i ix xα ′ − ≤ , 
îïîðíîå â òî÷êå 0ix  ê ìíîæåñòâó Ri è îò-
ñåêàþùåå îò ìíîæåñòâà Ri ÷àñòü øàðà 

0B . 
Ïîñëå ýòîãî ñôîðìèðóåì ìíîæåñòâî

1 0 0{ : , ( ) 0}.i i i i i i i
xR x x R x xα ′= ∈ − ≤

Íàéäåì øàð ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà 1iB , 
âïèñàííûé â 1i iR R⊃ , ñ öåíòðîì â òî÷êå xi1. 
Ïóñòü òî÷êà xi1 ïðèíàäëåæèò Ri1. Ïðîâåðèì, 

ñîäåðæèòñÿ ëè øàð 1iB  âî ìíîæåñòâå Ri. Äëÿ 
ýòîãî íàéäåì si1, αi1 èç ðåøåíèÿ çàäà÷è

1

|| || 1
min max ( ),

i i
s

t i i i

s R
D s x

α
α ′

≤ ∈
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ãäå 1 1{ : };i i i i i i i i
sR s A s b x d x= ≤ = − .

Îïðåäåëèì 1 1i i i ix D s d= + . Åñëè òî÷êà 1ix  íå 
ñîäåðæèòñÿ âíóòðè ìíîæåñòâà 1iB , òî 1iB  åñòü 
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Èíà÷å ïîñòðîèì 
ïîëóïðîñòðàíñòâî 1 1( ) 0i i ix xα ′ − ≤ , îïîðíîå â 
òî÷êå 1ix  ê ìíîæåñòâó Ri è îòñåêàþùåå îò 
ìíîæåñòâà Ri ÷àñòü øàðà 1iB . Çàòåì íàéäåì 
íîâîå ïðèáëèæåíèå è ïðîäîëæèì èòåðàöè-
îííûé ïðîöåññ. Íà k-îì øàãå èòåðàöèîííîãî 
ïðîöåññà ikx  íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Rik. 
Òîãäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòñå÷åíèÿ ðåøèì âñïî-
ìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó min{|| ||: }ik ix x x R− ∈ . 
Ïóñòü òî÷êà ikx  ðàçðåøàåò âñïîìîãàòåëüíóþ 
çàäà÷ó, ïîëîæèì ik ik ikx xα = − . Ïîñòðîèì îò-
ñåêàþùåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ( ) 0ik i ikx xα ′ − ≤ , 
íå ñîäåðæàùåå ikx . Ñôîðìèðóåì ìíîæå-
ñòâî 1{ : , ( ) 0},ik ik ik i ikR x x R x xα−= ∈ − ≤ , íàéäåì 
åãî ÷åáûøåâñêèé öåíòð è ïðîäîëæèì èòå-
ðàöèîííûé ïðîöåññ. Ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü øàðîâ kB  ñõîäèòñÿ ê øàðó *B , 
ðàçðåøàþùåìó èñõîäíóþ çàäà÷ó (1), (2). 
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî [3].

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîêðóã ìíîæåñòâà i i
xX R∩  

îïèñàòü ïàðàëëåëåïèïåä iB  ìèíèìàëüíîãî 
îáúåìà, íóæíî ðåøèòü 2n çàäà÷ ëèíåéíîãî 
ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà: 

argmin{ : , }, 1, ;i
i ix x x s R i n= ∈ =

argmax{ : , }, 1, .i
i ix x x s R i n= ∈ =

Òîãäà ïàðàëëåëåïèïåä ìèíèìàëüíîãî 
îáúåìà iB  èìååò ñëåäóþùèé âèä: 

{ : }, 1, .i
i iB x x x x i n= ≤ ≤ =
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